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Definicion, division y objetivo de la Geodesia

1. ;Qué es la Geodesia?

La palabra Geodesia literalmente expresa division de la Tierra, sin embargo, diversos
autores notables establecen distintas definiciones de este concepto. Para unos existe una clara
diferencia entre la Geodesia Teorica y la Geodesia Practica, indicando que la primera estudia
la forma y dimensiones de la Tierra, en cambio la segunda establece los procedimientos para
la medida de porciones terrestres. Para otros autores esta diferencia no es tan clara, por ello
se refieren a la Geodesia como una ciencia cuyo objetivo es el de proporcionar un armazon o
estructura geométrica precisa para el apoyo de los levantamientos topogréficos.

Actualmente la Geodesia se define brevemente como la ciencia que resuelve los
problemas relacionados con la figura y dimensiones de la Tierra, y como veremos mas
adelante esta ciencia puede dividirse en varias disciplinas, atendiendo al método seguido para
llevar a cabo este objetivo.

Podemos concluir este apartado diciendo que la Geodesia es una ciencia, que desde la
antigiiedad, se ha dedicado al estudio de la medida y forma del globo terrdqueo, adatdndose a
las necesidades de la época para aplicarse a problemas practicos, como son basicamente la
confecciéon de mapas nacionales e internacionales, asi como la preparacion de cartas para
aplicaciones especificas como las geoldgicas e hidrograficas, entre otras. Pudiendo afirmar
que la Geodesia se ha necesitado y seguira siendo necesaria mientras se proyecten obras
humanas que requieran precisiones cada vez mayores.

2. Problemas de la Geodesia

Sabiendo que la principal tarea cientifica de la Geodesia es el estudio de la figura de la
Tierra, podemos dividir los problemas cientificos de la Geodesia en :

e Determinacion del tipo de superficie matematica que represente suficientemente bien la
figura de la Tierra en su totalidad. A este respecto se considera como tal superficie la de
un elipsoide de revolucion ligeramente aplanado, éste se denomina elipsoide terrestre.

e El estudio de la verdadera figura de la Tierra y su campo de gravedad, entendiendo por
verdadera figura de la Tierra, la superficie fisica de la misma. El estudio de la verdadera
figura de la Tierra consiste en determinar las magnitudes geodésicas, que caracterizan las
desviaciones de ésta con respecto a la superficie establecida por el elipsoide terrestre. El
estudio del campo de gravedad terrestre es fundamental, debido tanto a su influencia en la
forma de la Tierra, como a la influencia que ejerce en las medidas que se llevan a cabo de
la misma (por ejemplo mediante satélites artificiales).

Los problemas cientifico-técnicos derivados de los anteriores son multiples, aqui
citaremos solo los mas relevantes.

e Medicion de la aceleracion de la gravedad.



e Determinaciones astronomicas de las latitudes y longitudes terrestres.
e Observaciones de los satélites artificiales.

e FElaboracion de modernos métodos e instrumentos para la ejecucion de mediciones y
observaciones de alta precision.

e Desarrollo de métodos topograficos con los que se estudia detalladamente la forma de la
superficie terrestre.

o Levantamiento cartografico de grandes territorios, es decir, representacion de la superficie
terrestre sobre un plano.

Interpretados a grandes rasgos, los problemas cientificos y cientifico-técnicos de la
Geodesia, estan reciprocamente enlazados, y por eso, la solucion de los problemas cientifico-
técnicos exige el control de requisitos deducidos de la solucion de los problemas cientificos.
En el apartado siguiente veremos como la busqueda de soluciones a los problemas
fundamentales de la Geodesia, conduce a una division de la misma en tres ramas principales.

3. Division de la Geodesia

De la definicion de la Geodesia dada anteriormente, parece deducirse que la misma se
dedica sélo a la solucion de problemas de tipo geométrico, pero no debemos olvidar que para
llegar a definir la forma de la Tierra, sera preciso considerar a nuestro planeta en un contexto
mas general.

En efecto, dentro del marco de la Mecanica Clasica, la Tierra es un cuerpo inmerso en
el sistema solar, que se encuentra sometido a una rotacion diaria y a la atraccion del Sol y de
los demas cuerpos del sistema solar. En estas condiciones la Tierra describe una orbita que
compensa en cierto modo tales atracciones, por ello, podemos considerar que un punto sobre
la superficie terrestre queda sometido, casi exclusivamente, a la atraccidon de nuestro planeta y
a la fuerza centrifuga derivada de su rotacion. Asi pues, idealizado el problema y
prescindiendo del movimiento orbital terrestre, vemos que tiene sentido estudiar las figuras de
equilibrio que adoptard una masa aislada, cuyas particulas se atraen segun la ley de
gravitacion universal de Newton.

En esta situacion de aislamiento, sucede que la esfera es una figura de equilibrio para
una masa homogénea en reposo, siendo el Unico movimiento posible para una masa
homogénea que se mueve como un solido, el de una rotaciéon uniforme alrededor de uno de
sus ejes principales de inercia. Ambas conclusiones, unidas al hecho de que una pequena
rotacion produce un achatamiento de la forma esférica, nos lleva a considerar que la Tierra
tiene una figura de equilibrio dada por un elipsoide de revolucion, ligeramente achatado en
los polos, que gira alrededor de un eje que pasa aproximadamente por los polos. Conviene sin
embargo recordar, que la Tierra no es un cuerpo rigido y homogéneo, por tanto este modelo
teorico estd muy simplificado. Otra simplificacion importante que se ha indicado consiste en
ignorar los efectos gravitatorios de los demas cuerpos del sistema solar, incluido el Sol, sobre
la superficie terrestre. Es un fenomeno bien conocido la existencia de mareas tanto oceanicas
como terrestres y atmosféricas, todas €stas son debidas a la atraccion gravitatoria que ejercen



sobre la superficie terrestre, principalmente el Sol por su gran masa y la Luna por su cercania
a la Tierra.

No obstante, en lo sucesivo vamos a considerar la superficie de equilibrio o
equipotencial, la que determinan los océanos, prescindiendo del efecto perturbador de las
mareas. Denominaremos entonces geoide a la superficiec dada por el nivel medio de los
océanos, siendo esta superficie la que utilizaremos como referencia para definir la altitud de
un punto sobre la Tierra. Sin duda, la introduccién del geoide como superficie de nivel tiene
un gran sentido fisico, aunque su determinacién resulte ser uno de los problemas mas
complejos de la Geodesia.

Nos encontramos asi con dos superficies fundamentales de referencia, el elipsoide y el
geoide, las cuales provienen de dos concepciones distintas de la Geodesia, determinando en
consecuencia la division de la Geodesia en dos ramas principales, Geodesia Geométrica o
Elipsoidal y Geodesia Fisica o Dindmica.

Ademas de estas ramas y debido al desarrollo de la interferometria laser, las nuevas
técnicas de radar y el lanzamiento de satélites artificiales, las cuales hacen posible determinar
la posicion de un punto sobre la Tierra, de forma independiente de cualquier modelo previo
adoptado; nace una nueva rama de la Geodesia que incluye procedimientos de medida tan
diversos, ésta se llama Geodesia Espacial o Geodesia por satélite.

Finalmente sefialaremos, que atendiendo a su aspecto mds operativo o practico, la
Geodesia puede dividirse en tres categorias :

e La Geodesia Global, que responde a la definicion general citada al principio de este
capitulo, y que necesita para su desarrollo la cooperacion internacional.

e« La Geodesia Regional, que es practicada por cada pais con el fin de resolver los
problemas planteados por la Cartografia y la Geografia, entre otras.

e La Geodesia Topogréfica, que trata de precisar detalles de una cierta superficie de
pequenas dimensiones, para ello la considera una superficie plana o esférica segiin sean
sus dimensiones.

4. La red geodésica espafiola. Datos histéricos y técnicos

Llegados a este punto, hay que recordar que desde la antigiiedad el hombre se ha
preocupado por la medida de la Tierra, pero es Aristoteles el primer autor que nos habla de la
medida de la misma, indicando que los matematicos de la época fijaron el perimetro de ésta
en 400 000 estadios, siendo un estadio aproximadamente 166 m.

Sin embargo, es Eratdstenes el primer gedmetra cuyo procedimiento de medida es
conocido; su método, el cual es utilizado todavia en nuestra era, consiste en la medida lineal y
angular de un arco terrestre; la medida lineal se realizaba de forma directa, a pasos, la medida
angular se llevaba a cabo mediante métodos celestes. El procedimiento que este geodesta
llevé a cabo 2 siglos a. C. es como sigue. Primero observoé el dia del afio en que el Sol estaba
en la vertical de la ciudad de Siene (actual Assuan). Al afio siguiente el mismo dia y a la
misma hora observo la inclinacion del Sol en Alejandria, obteniendo tal como indica la figura



adjunta el valor 1/50 parte de un circulo (7° 12'). Entonces, dado que la distancia entre

Alejandria

y Siene era bien conocida en la época
(5.000 estadios), pudo hallar el radio
medio de la Tierra y el perimetro
aproximado de la Tierra unos 252.000
estadios (1 estadio de esa época era
aproximadamente 160 m actuales).

Esta forma de medir arcos y
distancias de forma mas bien directa se
utilizo hasta el afio 1620, fecha en la que el
abate Picard, nacido en Francia, mide un
arco de meridiano, por medio de una
triangulacion compuesta de 13 tridngulos.
Las latitudes extremas se determinaron
empleando circulos graduados de tres
metros de radio, junto con observaciones
astronomicas.

N - —~

Y _ -
Alejandria /A
AG/
R Siene
Y
Ecuador 0 R \
S

Fig. 1. Método usado por Eratostenes para
medir el perimetro de la Tierra.

Durante siglos Francia mantuvo su primacia en asuntos geodésicos, pero desde
principios del siglo XIX es Alemania el pais que da a la Geodesia un empuje formidable,
siendo Estados Unidos, durante el siglo XX, el pais en el que se llevan a cabo los trabajos
geodésicos de mas relevancia. Las medidas francesas de los siglos XVII y XVIII sirvieron
para calcular los elipsoides de Bessel y de Clarke, mientras que las medidas Norteamericanas

se utilizaron para calcular el elipsoide de Hayford.
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Fig. 2. Mapa de la Red Geodésica Nacional.




En la actualidad, en nuestro pais se extiende una red geodésica formada por cadenas
de triangulos, los cuales corren sensiblemente a lo largo de los meridianos, paralelos y costas.
Forman parte de esta red las cadenas de enlace del Archipi¢lago Balear con la Peninsula, asi
como los grandes cuadrilateros que ligan nuestra costa con Argelia y Marruecos. El
Archipiélago Canario posee su red propia que liga las islas entre si, y éstas con el continente
africano. Los trabajos geodésicos cuyo objetivo fue la formacidon del mapa nacional en escala
1:50.000, se iniciaron en 1858 finalizdndose en su conjunto hacia 1930. El punto fundamental
de nuestra red o datum esta en el Observatorio Astronomico de Madrid, cuyo meridiano ha
sido utilizado también como origen de longitudes, sin embargo, la red geodésica de las
Canarias por ser independiente tiene su propio datum, el cual se halla en el vértice
denominado Pico de las Nieves, en la isla de Gran Canaria.
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Geodesia Geométrica. Aplicaciones

5. Resolucion de pequerios triangulos

En las campafias geodésicas, como las mencionadas anteriormente, se suelen
determinar los angulos sobre la superficie terrestre, tras lo cual el problema consiste en
calcular las longitudes de los lados, para cada tridngulo de la red. Seguin este procedimiento,
si conocemos un lado de la triangulacion y determinamos todos los angulos existentes en
dicha red, es posible hallar las dimensiones de la red completa (ver figura 1(a)). Por otra
parte, la triangulacion es también necesaria en muchos casos, para pasar de una base medida a
una base mayor o ampliada, debido a las dificultades que puede presentar el terreno, para
efectuar medidas de distancias sobre el mismo, medidas que serian necesarias para determinar
la base ampliada directamente (ver figura 1(b)).

Base medida

Base ampliada

(b)

Fig. 1. (a) Red geodésica entre dos puntos A y B. (b) Red geodésica de ampliacion de base.

En consecuencia, es necesario llevar a cabo algiin procedimiento que nos permita
resolver los tridngulos planteados en una red geodésica. Para ello, existen diversos métodos
de los cuales vamos a comentar los mas relevantes, como son el método de Legendre y el
método de los aditamentos. Comenzando por el primero, hay que decir que su nombre
proviene del teorema que se aplica, teorema de Legendre, este teorema permite asociar a cada
tridngulo geodésico como el mostrado en la figura 2(a), un tridangulo plano como el mostrado
en la figura 2(b), de tal forma que las distancias (a,b,c) en ambos triangulos son las mismas.

8 B,

c
b b !

(a) (b)

Fig. 2. (a) Triangulo geodésico. (b) Triangulo plano asociado al anterior.



En consecuencia, nos planteamos el problema de calcular la diferencia que existe entre
los angulos (A,B,C) del tridngulo geodésico, y los angulos del tridngulo plano asociado
(A1,B1,Cy), porque si conocemos estas diferencias, podemos establecer una relacion entre
ambos triangulos, de tal forma, que es posible aplicar las conocidas y sencillas formulas de
trigonometria plana, a los triangulos geodésicos de la red considerada.

Por otra parte, hay que tener en cuenta que los tridngulos de una red geodésica, poseen
unos lados cuyas longitudes rara vez superan los 100 km, en este caso podemos considerar los

triangulos geodésicos como triangulos esféricos, para los cuales es valida la ley de los
cosenos. Aplicando esta ley al triangulo de la figura 2(a) tenemos

a b C b C
COS— = COS—COS— + sen—sen—cosA
R R R R R

donde R es el radio de la esfera sobre la que se construye el tridngulo esférico. Despejando en
la formula anterior cos A, podemos escribir

a b c
COS— - COS— COS—
R R

COSA =
b c

sen—sen—

R R

si aplicamos ahora el desarrollo en serie de Taylor de las funciones trigonométricas, que
aparecen en esta expresion, se tiene

habiendo despreciado los términos de quinto grado y superiores, en las cantidades y

M

b
R

7| e

c , , - .
R Asi, después de multiplicar y agrupar términos obtendremos

b2 + c2 - a2 N a4 + b4 + c4 - 2212b2 - 2azc2 - ZCZb2

COsA = 3
2bc 24R“bc

Ahora bien, para el triangulo plano de la figura 2(b), aplicando la ley de los cosenos, podemos
escribir

a? = b2 + 02 - 2bc cosA1
de donde
b2+ &2 - a2

coS A1 =
2bc



) ) -at o bt -+ 22707 + 2277 + 22
sen"A; = 1 - cos"A, = 773
4b“c
Entonces, combinando las expresiones obtenidas, con la formula anteriormente escrita para el
cos A, deducimos que
besen? A,
COSA =CosA, - —
6R

y sabiendo que

A-A;  At+A
sen >

cos A - cos Al =-2sen

dado que la cantidad A-A; es muy pequefia comparada con A, podemos escribir dentro de la
precision aceptada

A - A1 2A1 besen? A1
sen =-(A-A1)senA1 =
2 2 6R?

COSA - cosA1 =-2

concretamente, la diferencia de d&ngulos buscada A-A; podra escribirse como

B bcsen A

6R?

|
A-A1

= (4rea del triangulo plano)/3R*
recordando que el exceso esférico € de un tridngulo esférico, es precisamente el area del
triangulo dividida por R%, notamos que la correccién a considerar es la tercera parte del
exceso esférico. Andlogamente, para los demds angulos podremos escribir expresiones
similares, de tal forma que la correccion buscada para los angulos del triangulo de la figura
2(a), determinados sobre el terreno, serd en cada caso restar un tercio del exceso esférico, que
como sabemos puede calcularse mediante

E=A+B+C-180°
En consecuencia, las ecuaciones

Al-A=-§ B -B=-2 c-c=-2

expresan el contenido del teorema de Legendre, para pequefios triangulos geodésicos (cuyos
lados no sobrepasen los 100 km).

No obstante, debemos notar que las ecuaciones anteriores, permiten resolver
tridngulos geodésicos, es decir, calcular todas los lados de los tridngulos geodésicos que
forman una red, aplicando correcciones a los angulos determinados sobre el terreno. Esta es
una forma valida de operar, pero también es posible aplicar correcciones a los lados, de tal
forma que el resultado sea, directamente, las distancias buscadas, es decir, los lados del
triangulo geodésico. Este método operacional, recibe el nombre de método de los
aditamentos, siendo el objetivo final del mismo, determinar las correcciones o aditamentos,
que es necesario aplicar a los lados de un tridngulo, cuyos angulos sean los determinados
sobre el terreno (A,B,C), con el objeto de convertirlo en un tridngulo plano, al que podemos
aplicar la trigonometria plana para determinar sus lados.

Para desarrollar el método de los aditamentos partimos de la ley de los senos

10



b _ (aj sen B
sen— = sen| —
R R/ sen A

donde aplicamos, como hicimos antes, los desarrollos en serie de las funciones
trigonométricas, considerando despreciables los términos de grado cuarto y superiores, en las

: a b : .
cantidades R y R’ teniendo en consecuencia

(1) b3 _ (lj a> | senB
Iy - —(=]=-la-
R 6R? R 6R? ) sen A

si designamos

3 3
a-a—2=a-A=a' b-b—2=b-Ab=b'
6R e 6R
podemos escribir
b = a’ sen B
sen A

analogamente para el lado c, tendremos
,senC

!

sen A

De esta forma, introducimos una cantidad Ag (donde s designa el lado considerado), llamada
aditamento del lado s. Notando que las expresiones anteriores nos permiten escribir ahora

a' b’ ¢’

senA senB senC

Estas expresiones constituyen la conocida ley de los senos, de la trigonometria plana;
llevando nuestro problema, como consecuencia de ello, a la resolucion de un triangulo plano.

Para llevar a cabo la resolucién de una red de tridngulos, siguiendo el método de los
aditamentos, operamos como sigue :

1. Conocido un lado del mismo, por ejemplo el lado a, obtenemos

a’=a-A
a

ya que, el aditamento Ay se puede obtener conocidos a 'y R.

2. Con el valor hallado a” se calculan b’ y ¢’, empleando para ello la ley de los senos.

3. Obteniéndose a continuacion los aditamentos Ap y Ac. Para ello, introducimos en la
expresion de los mismos, los valores b’y ¢’, considerando que

b3 = b’ ?=
debido a que la diferencia b’ - b es muy pequefia frente a b.

4. Con los valores de los aditamentos obtenidos, podemos escribir finalmente los valores de
los lados buscados (b,c), en la forma

11



b:b’+Ab c=c¢ + A

6. Determinacion de distancias

En cualquier campafia de triangulaciéon, como las mencionadas anteriormente, se
suelen medir bases sobre el terreno, siguiendo para ello, un método que consiste en medir con
precision una pequefia distancia, y a continuacion, mediante una red de ampliacion de base, se
obtiene la distancia entre los dos vértices correspondientes. Este procedimiento fue
mencionado en el apartado anterior, como una aplicacion basica de la geodesia geométrica.
Llegados a este punto es conveniente especificar como es posible hallar una distancia sobre la
superficie de la Tierra, considerada en este caso como la superficie del elipsoide de referencia
utilizado durante esa campana.

En primer lugar, hay que decir que la forma de llevar a cabo las medidas directas que
conlleva el célculo de una base, ha cambiado mucho desde la antigliedad hasta nuestros dias.
Esta evolucion es continua, y por tanto, sigue sucediendo en actualmente, de tal forma que los
métodos a seguir estaran siempre sujetos a una continua revision, para incorporar los recientes
avances habidos en este tema.

Para ser conscientes de esta evolucion, basta recordar que la medida de bases con
precision no fue realizada hasta el siglo XIX, fecha en la que se comenzaron a utilizar las
reglas bimetalicas, que fueron inventadas por Borda en 1792. El método que se utilizaba con
estas reglas, consistia en colocar cada regla, una y otra vez, a continuacion de la otra; de esta

forma, podian medirse distancias de 10 km, como mucho, con una precision de 10°. El
problema de este método estd en lo laborioso del mismo y en la necesidad de conocer con
precision la longitud de la regla empleada. Con respecto a esto ultimo, la precision con la que
se conoce la longitud de la regla empleada, y cdmo cambia esta longitud durante el proceso de
medida de bases; hay que recordar que esta longitud puede conocerse de forma precisa,
gracias a que la regla bimetélica esta constituida por dos reglas de diferentes metales, sujetas
por un extremo, siendo el otro extremo libre. De esta forma puede medirse el desplazamiento
relativo de una de ellas respecto de la otra, gracias a una regleta graduada, colocada en la
regla inferior. Entonces, la alteracion de las longitudes habidas por la distinta dilatacion
térmica de estas reglas, puede medirse con precision, hallindose también la verdadera
longitud de la regla bimetélica empleada, mediante la formula

b=A+B3d

donde A y B son constantes conocidas, b es la longitud de la regla bimetalica en metros
(aproximadamente 4 m) y des la lectura tomada en la regleta en mm.

En una versioén posterior de este método, empleada por primera vez en 1885 por el
sueco Jaderin, las reglas bimetalicas fueron sustituidas por los hilos de invar, estos hilos se
colocan entre dos soportes y se tensan mediante dos pesas. Los hilos de invar estan
compuestos de un material llamado invar, cuya composicion es 36 % de niquel y 64 % de
acero; su longitud es de unos 24 m, con una seccion recta de 1.65 mm de didmetro. Debido a
su composicion, estos hilos presentan la ventaja de variar muy poco de longitud por efecto de
los cambios de temperatura, asi las correcciones a efectuar por este efecto son siempre muy
pequenas. Otra ventaja que presenta el uso de estos hilos, reside en que con ellos medimos las
distancias de 24 en 24 metros, mientras que con las reglas bimetalicas las distancias se miden
de 4 en 4 metros. Con todo, el método sigue siendo muy laborioso, ya que, es necesario que
no se produzca una desalineacion, cuando se coloca el patron una y otra vez, delante de la
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posicion anterior. Esto ha hecho que estos métodos antiguos hayan sido gradualmente
descartados, en favor de métodos mas modernos de medida, basados en la interferometria, o
también en la medida de los tiempos de retraso de una sefial enviada y recibida por una misma
estacion de registro.

Actualmente, los teodolitos dotados de distanciometros Opticos (estaciones totales),
son una herramienta util para llevar a cabo las medidas que conlleva una triangulacion, ya
que, con ellos pueden medirse tanto angulos como distancias, sin cambiar de instrumento,
resultando cémodos y precisos. Generalmente, son instrumentos faciles de manejar para el
técnico que debe realizar las medidas, haciendo que una campafia de este tipo resulte menos
costosa, en tiempo y esfuerzo.

En consecuencia, con los instrumentos mencionados o utilizando un distanciémetro,
podemos calcular la distancia entre dos puntos en linea recta, a esta distancia se le llama en
Geodesia la cuerda. Pero hay que notar, que la distancia buscada es la medida sobre la
superficie de referencia, es decir, el arco, utilizando la terminologia de la Geodesia. Por ello,
es necesario relacionar ambas, para obtener el arco a través de la medida directa de la cuerda.

(b)

(a)

Fig. 3. (a) Representacion de las secciones normales reciprocas correspondientes a los puntos
Ay B. (b) Representacion de la linea geodésica que une los puntos A y B.

La figura 3(a) representa este problema, en ella vemos que para dos puntos dados
sobre la superficie de referencia, la cuerda es la linea representada por un trazo recto
discontinuo. En cambio, la verdadera distancia entre tales puntos considerados, debe
calcularse siguiendo la linea geodésica (curva de minima distancia entre dos puntos, medida
sobre la superficie) representada en la figura 3(b), como puede verse esta linea esta situada
dentro de las secciones normales reciprocas, representadas por las curvas AaB y BbA. La
seccion normal AaB es una curva que se define mediante la interseccion de la superficie de
referencia considerada (un elipsoide de revolucion achatado por los polos), con el plano

definido por la direccion normal a dicha superficie de referencia en el punto A, direccion n,, y
el punto B; asi, el corte de este plano y la superficie de referencia, es la curva AaB. De forma
similar definimos BbA, intercambiando los papeles que juegan los puntos A y B.
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Cuando consideramos distancias AB menores de 500 km, podemos aceptar que la
medida del arco Spg sobre la linea geodésica, es aproximadamente igual a la media de las
medidas sobre las secciones normales reciprocas, es decir

SAB:(SA+SB)/2

obteniendo las cantidades Sa y Sg mediante el desarrollo en serie

2 4
s=c {I-K—cz-&c“r © (15Kt - 16K2-24KkK" + 8k TP+ ... }

24 24 1152

donde c es la cuerda, S es la distancia Sa 0 Sg segun se considere la seccion normal AaB o BbA,
Kk es la curvaturay 7 es la torsion (que por tratarse de una curva plana es cero). Los valores de
la curvatura y sus derivadas respecto del arco (denotadas con prima), pueden hallarse
aplicando el teorema de Euler.

Asi, realizadas todas las operaciones la expresion anterior nos dara la distancia
buscada. Debemos notar que cuando los puntos A y B sean muy préximos, la cuerda y el arco
seran practicamente la misma cantidad. Esta situacion suele ser frecuente en la medida directa
de bases sobre el terreno, donde las distancias consideradas no superan los 15 0 20 km.

7. Determinacion de angulos

Tal como puede verse en la figura 3(a), cuando nos situamos con un instrumento en el
punto A, observando el punto B, o al contrario, cuando observamos el punto A desde el B;
estamos determinando secciones normales reciprocas, de tal forma, que las medidas de los
angulos, llevadas a cabo en una triangulacion estaran falseadas en una cantidad o, como la
representada en la figura 4, en la que podemos ver un tridngulo geodésico ABC y las
secciones normales reciprocas, correspondientes a las observaciones realizadas en sus
vértices.

Fig. 4. Representacion de un triangulo geodésico y las secciones normales reciprocas que
corresponden a sus vértices. La curva de trazo grueso que une dichos vértices es la linea
geodésica que pasa por ellos.

Para corregir estas medidas angulares se debe obtener, en primer lugar, el dngulo A
que forman dos secciones normales reciprocas en un vértice, por ejemplo, el angulo que
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forman las curvas AaB y BbA, en el punto A o en el B. En segundo lugar, debemos relacionar
este angulo con la pequefia cantidad o que constituye la correccion.

Para hallar el 4ngulo 4 tenemos en cuenta que €ste sera siempre una cantidad muy
pequetia, entonces, obteniendo su tangente mediante la expresion

s
tgA=-—|xT1+s —x't-x1'|+...
2 3

donde 7 denota en este caso la torsion geodeésica (que es distinta de cero). De esta formula y
tras despreciar términos de grado s’ y superiores, podemos deducir

2.2
s’e 5
A= —-cos"dsen 2A
a

donde ¢ es la latitud del vértice para el que se calcula 4, e es la excentricidad del elipsoide de
referencia, a es su semieje mayor y A es el acimut de la seccion normal directa.

Conocido 4, obtendremos 6 mediante la suma de una progresion geométrica cuyo
valor es la tercera parte de A. Esta progresion geométrica, proviene de un procedimiento
matematico descrito con detalle por Zakatov (1981, pag. 65).
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Geodesia Fisica. Aplicaciones

8. Relacidn entre los observables fisicos y la Geodesia

Como ya se ha dicho antes, en las campafas geodésicas se llevan a cabo medidas
directas, tales como, determinacion de distancias o de angulos; estas medidas estan referidas
al horizonte local, cuya direccion perpendicular es la linea de la plomada, es decir, la
direccion del vector aceleracion de la gravedad, en el punto en el que se ubica el instrumento.
Es obvio entonces, que magnitudes fisicas, como la masa y el campo de gravedad, juegan un
papel importante en la geodesia, ya que, cuando colocamos un instrumento sobre el terreno no
lo referimos a la direccion normal al elipsoide de referencia (que en ese momento es
desconocida para nosotros), sino a la linea de la plomada.

En este sentido, el importante papel que juega el campo de gravedad terrestre, queda
todavia mas claro, si tenemos en cuenta que cuando el topdgrafo representa la altura de un
punto de la superficie de la Tierra, no son las alturas referidas al elipsoide de referencia las
que tienen sentido, sino las alturas referidas al geoide. Asi, el conocimiento de las alturas de
los puntos de la superficie terrestre, determina el relieve que el topografo debe representar en
los mapas topograficos. En consecuencia, altura H de los puntos de la superficie terrestre, es
una de las coordenadas que determinan la figura de la Tierra, junto con las coordenadas
geodésicas latitud y longitud, siendo esta altura H una cantidad que requiere el conocimiento
del campo de gravedad terrestre para su determinacion.

Ademas, el valor preciso de las diferencias de alturas en los distintos puntos de la
superficie terrestre, es absolutamente necesario para proyectar y construir diferentes
instalaciones, asi como para la realizacion de calculos en los cuales hay que tomar en cuenta
la posicion de los puntos en el espacio; por ejemplo, cuando se desea disenar correctamente
grandes canales para la distribucion de agua, o para la retirada de aguas residuales, es
necesario saber donde es mayor o menor el potencial de la gravedad terrestre, y ello es posible
determinando con precision las alturas respecto al geoide.

Como consecuencia de todo lo dicho, es necesario dedicar un tiempo suficiente al
estudio y comprension, de todo lo relativo al campo de gravedad terrestre y al geoide.
Precisamente el estudio riguroso de estos temas es competencia de la Geodesia Fisica,
disciplina que comienza a desarrollarse en el siglo XIX y alcanza su méxima expansion con el
lanzamiento de los satélites artificiales en nuestro siglo, de cuyo seguimiento obtenemos la
informacion mas precisa del campo de gravedad global creado por toda la Tierra.

En este apartado dedicado a la Geodesia Fisica y sus aplicaciones, vamos a procurar
sobre todo referirnos a las aplicaciones, concretamente, a las topograficas y geodésicas;
enviando al lector a referencias especializadas (listadas al final de este tema), para obtener
una descripcion mas completa de aspectos mds teodricos relacionados con el campo de
gravedad y su potencial asociado.
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9. El campo de gravedad terrestre. Superficies de nivel. El geoide

El geoide como superficie de referencia fundamental, es una superficie cuya forma
refleja la distribucidon de masas en la Tierra, por ello, debemos empezar recordando cudl es la
fuerza gravitatoria producida por una cierta distribucion de masa, y su potencial asociado,
para entender como surge de estos conceptos y del concepto de superficie equipotencial, una
definicion de superficie de referencia, tal como es la definicion de geoide.

Asi, debemos comenzar recordando que cuando consideramos dos masas puntuales,
separadas una distancia S, la fuerza con la que cada una atrae a la otra es

k o
% (ley de gravitacion de Newton)
s

=

N 9 31 2 .

donde k denota la constante de gravitacion, cuyo valor es 66.7x10  cm™g seg . Si
consideramos la masa atraida m; con valor unidad, la ecuacidn anterior puede escribirse como

km
FI==
S

donde hemos denotado con m la masa atrayente. La representacion de esta fuerza en un
sistema de coordenadas cartesiano, es la que puede verse en la figura 1(a). A la vista de esta
figura es fécil notar que el vector F se puede descomponer en la forma

F =-F (cos a, cos B,cosy)=-kr2n (x-é’y-n’Z-Cj
S S S S
donde s =+/(x-£)> +(y-m)> + (z-0)° .
4
(x.y,2) A
Z
|
z-C
4 P
f
- X >y
(5711’0 y-n »-
y Y
x
—p X
(a) (b)

Fig. 1. (a) Fuerza de atraccion gravitatoria debida a una masa puntual. (b) Fuerza centrifuga
debida a la rotacion de la Tierra, en punto P de la misma.
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También debemos recordar que el campo gravitatorio es un campo conservativo, por
ello puede obtenerse a través del gradiente de un campo escalar, es decir

grad v = (av oV avj -
ox Oy 0z

donde V es su funcion potencial asociada, el potencial gravitatorio; que en el caso de
considerar una masa puntual, adopta la forma

km
V=—n
]
Cuando consideramos una distribucion de masas puntuales, la expresion anterior se podra

generalizar mediante la aplicacion del sumatorio

i

obviamente, para una distribucion continua de masa M, el sumatorio debe ser reemplazado

por la integral, escribiendo
11 Pt | s

donde p denota la densidad de masa y V denota el volumen del cuerpo considerado. En el
caso de que este cuerpo sea la Tierra, debemos tener en cuenta que la misma no esta en
reposo, sino rotando con una velocidad angular de 0.7297x10™ seg'l. En este caso para poder
considerar que la Tierra estd en reposo y aplicar la ecuacion anterior, debemos incluir una
fuerza de inercia, conocida como fuerza centrifuga, de tal forma que para cualquier punto P
sobre la superficie de la Tierra, debemos considerar una fuerza f, como la representada en la
figura 1(b); dicha fuerza puede escribirse como

f= 0 = (0x, o7y, 0) = grad ¢ =(@ﬂ,@j b=t (YD)
ox 0y 0z 2

donde p es un vector distancia, paralelo al plano ecuatorial, que va desde el eje de rotacion de
la Tierra hasta el punto P. Esto nos lleva a una definicion de potencial gravitatorio del tipo

Wyz) =V + = k” j P 4~ +y)

suma del potencial gravitatorio terrestre V y el potencial centrifugo ¢. A este potencial
obtenido como suma de los anteriores, se le llama potencial de la gravedad, siendo su fuerza
asociada conocida con el nombre de gravedad, ésta puede ser obtenida mediante

W oW awj

ay 0
El médulo de este vector o magnitud de la gravedad, se suele expresar en gales siendo 1 gal =
1 cm/segz. La magnitud de este vector se incrementa sobre la superficie de la Tierra, cuando

vamos desde el ecuador hacia los polos, debido a que disminuye la fuerza centrifuga,
concretamente, la gravedad en el ecuador es 978 gal y en los polos 983 gal, aproximadamente.

grad W = (
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En lo referente a W, el potencial de la gravedad, hay que recordar que la superficie
para la cual éste es constante, es decir, W(x,y,z) = Wy , se denomina superficie equipotencial
o superficie de nivel, siendo el geoide una superficie de equipotencial del campo de gravedad
terrestre, que coincide con el nivel medio de los océanos. La figura 2(a) nos muestra la
relacidon que existe entre las superficies de nivel y la linea de la plomada, notando que estas
superficies son normales a la linea de la plomada.

W +dW

(b)

(a)

Fig. 2. (a) Superficies equipotenciales del campo de gravedad y linea de la plomada en un
punto P. (b) Gravedad sobre una superficie equipotencial.

Las lineas de la plomada o normales a las superficies equipotenciales, son curvas de
radio de curvatura finito y torsion no nula. Estas curvas son muy importantes en la geodesia,
pues sirven para medir la altura de un punto P con respecto al geoide, a esta altura se le llama
altura ortométrica. Esta altura no debe ser confundida con la altura sobre el nivel del mar,
debido a que el geoide no es una superficie de océano ideal, por ello, el geoide no coincide,
exactamente, con el nivel del mar. En este sentido, uno de los objetivos de la geodesia es
encontrar la separacion de la superficie del océano y el geoide.

Centrandonos ahora en el concepto de altura ortométrica, podemos notar que el
desplazamiento elemental dr, serd paralelo a la linea de la plomada, en cada punto de la
misma, por tanto

dW =g.dr = g dH cos (g,dr) = g dH cos 180°=- g dH

resultando obvio, que la gravedad no puede ser constante en la misma superficie
equipotencial, debido a que estas superficies no son ni regulares ni concéntricas, con respecto
al centro de masa de la Tierra. Esta situacion estd bien ilustrada en la figura 2(b), en la que
podemos observar que

dW=-gidH; =-gdH, = g1 #g
porser dH; #dH,.

También hay que notar que esta definicion de altura, en la que la superficie de
referencia es el geoide, nos lleva a establecer un sistema de alturas en el que obtenemos la
altura de un punto P en la forma

19



A\ C
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w, & 08

donde C = W - Wj es denominado nimero geopotencial.

Llegados a este punto cabe preguntarse qué relacion existe entre este sistema de
alturas y las alturas determinadas sobre el elipsoide de referencia. La respuesta a esta cuestion
puede verse bien ilustrada en la figura 3(a), en la que representamos para un punto P, sus
alturas asociadas, tanto la elipsoidal h como la ortométrica H, existiendo la sencilla relacion

h=H+N
entre ambas.

N geoide

elipsoide

(a) »

(b)
Fig. 3. (a) Altura ortométrica y elipsoidal en un punto P. (b) Elipsoide de referencia.

En consecuencia, determinada h o H, obtener la otra altura es sencillo si se conoce N,
la ondulacion del geoide. Este es uno de los problemas principales de la geodesia practica o
aplicada, la determinacion de las alturas del geoide sobre un elipsoide de referencia dado.
Para resolver este problema hemos de fijar, en primer lugar, un elipsoide de referencia que sea
lo mas cercano a la figura de la Tierra, tomando por ello un elipsoide de revolucién
ligeramente aplanado por los polos. Este elipsoide vendra definido entonces por dos
pardmetros, su semieje mayor a (aproximadamente el radio ecuatorial terrestre) y su
aplanamiento f definido por

ecuador

(a)

(b)

Fig. 4. (a) Latitud astronémica de un punto P. (b) Desviacion de la vertical en el punto P.

20



donde b es el semieje menor. La figura 3(b) muestra las coordenadas elipsoidales de un punto
P, sobre el elipsoide de referencia elegido. Estas coordenadas (¢, A, h) no son obviamente las
coordenadas que determinamos en una campaia geodésica, sino las coordenadas naturales
(@, A, H). Esto es debido a que cuando situamos un instrumento sobre el terreno, la vertical
es para nosotros la direccion de la linea de la plomada, tal como puede verse en la figura 4(a),
siendo la latitud y longitud del lugar, la latitud y longitud astrondmicas. La separacion que
existe entre la linea de la plomada y la normal al elipsoide de referencia en el punto P, punto
en el que situamos el instrumento, esta representada en la figura 4(b). A partir de esta figura
pueden obtenerse las relaciones

E=0-¢
N=Rcosd )A-L)=(A-L)cos ¢

donde R es el radio de la esfera situada en el punto P, cuyo valor es la unidad. Las cantidades

(§,m) reciben el nombre de componentes de la desviacion de la vertical. Asi, las medidas

realizadas sobre el terreno en un vértice de una red geodésica (®p, Ap, Hp), deben ser

reducidas a las cantidades (¢p, Ap, hp), sobre el elipsoide de referencia utilizado en la
campana de triangulacion, mediante las formulas

(I):CD_& 29 A=A- N 99 h=H+N
cosd

donde conocida la ondulacion del geoide y las componentes de la desviacion de la vertical,
sera facil pasar del sistema de referencia fisico al sistema de referencia matematico, o
viceversa.

A la vista de lo dicho en este apartado, el problema que queda planteado es pues la
determinacion de las cantidades (N, &, 1). Precisamente, éste va ser el objetivo del siguiente
apartado. Abordaremos el problema de calcular N, en primer lugar; indicando a continuacién
como pueden calcularse (&, n). Estos aspectos se comentaran brevemente remitiendo al lector,
como en otras ocasiones, a unas referencias especializadas, para conseguir una descripcion
mas detallada de los métodos que se siguen en la obtencidn de las cantidades mencionadas.

10. Ondulacion del geoide y desviacion de la vertical

Cuando observamos la figura 3(a), notamos que la cantidad N que hemos definido
como ondulaciéon del geoide, puede obtenerse relacionando el elipsoide de referencia y el
geoide. Para relacionar ambas figuras de la Tierra, es necesario notar que, si escribimos el
potencial W en la forma

W(X9Y’Z) = U(XSY’Z) + T(XaYaZ) 29 U(X7y3Z) = V(X7y3Z) + ¢(XaYaZ)
donde T se denomina potencial perturbador o potencial andmalo y U es la funcion potencial
normal asociada a un elipsoide de revolucion cuya ecuacion es

X2 n y2 Z2
— t =1
a b
entonces, la pequefia separacion entre la superficie W(x,y,z) = Wy y la supertficie U(x,y,z) =
Uy ( con Uy = W), estara relacionada directamente con el término T(X,y,z); concretamente,

N= T (férmula de Bruns) ,, y=grad U
Y
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donde y es denominado gravedad normal. Este vector tendra la direccion de la normal al
elipsoide de referencia, tal como se indica en la figura 4(b), siendo su diferencia con el vector
gravedad, denominada anomalia de la gravedad Ag. Esta ultima cantidad definida, nos
permite obtener el potencial perturbador y como consecuencia la ondulacion del geoide, si
llevamos a cabo un desarrollo en armonicos en esféricos de este potencial perturbador T (ver
por ejemplo Heiskanen y Moritz (1985)), teniendo como resultado final las importantes
relaciones

r= R j J. AgS(y)do . N= I j AgS(y)do (formula de Stokes)
21 - 4nG .

S(y) = _ -6sen (y/2)+1-5cosy-3cosy ln[sen (y/2)+ senz(\y/Z)]
sen (y/2)

donde R es el radio medio terrestre (6371 km), G es el valor medio de la gravedad sobre la
Tierra (979.8 gales) y o es el area de la esfera unidad, estando por ello las integral anteriores
extendidas a toda la esfera unidad, tal como se indica en la figura 5(a); en esta figura también
podemos ver que el papel que juega el angulo w.

p Polo norte

Esfera terrestre
rsR

(a)
(b)

Fig. 5. (a) Notaciones seguidas para obtener la formula de Stokes. (b) Relacion entre las
coordenadas polares (y,a) y las coordenadas geograficas (¢,A), en la esfera de radio unidad.

La formula de Stokes publicada por €l en 1849, es la expresion matematica mas
importante de la Geodesia Fisica, debido a que hace posible conocer la figura de la Tierra, es
decir, la ondulacion del geoide; a partir de datos gravimétricos. Debemos notar también que la
ecuacion integral de Stokes es el vinculo fundamental entre el campo de gravedad terrestre y
la figura de la Tierra, confirmando la afirmacion realizada al principio de este capitulo,
cuando se decia que para avanzar hacia una figura de la Tierra mas precisa que un elipsoide
de revolucion, es necesario considerar el campo de gravedad que crea la masa de la Tierra.
Vemos ahora totalmente claro, el papel tan importante que juega el estudio y determinacion
del campo de gravedad terrestre, en la obtencion precisa de la figura de la Tierra, ya que, si
disponemos una coleccion de datos suficiente, consistente en anomalias de la gravedad
determinadas por toda la superficie de la Tierra, podemos obtener la ondulacion del geoide,
tal como se indica en las figuras 6(a) y 6(b).
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(b)

Equator

Fig. 6. (a) Mapa de la ondulacion del geoide sobre un elipsoide de revoluciéon con un
aplanamiento de 1/298.25. (b) Corte del geoide (linea solida) y del elipsoide de revolucion
(linea a trazos), mostrando los detalles de la forma del geoide a una escala distinta de la
empleada para la superficie de referencia.

No obstante, hay que sefialar algunas limitaciones en la aplicacion de la formula de
Stokes, debidas a las hipotesis realizadas para la obtencion de la misma. Concretamente,
podemos notar que :

1. La férmula presentada para la ondulacion del geoide, ha sido obtenida considerando que
el elipsoide de referencia, superficie U(x,y,z) = Uy, tiene el mismo potencial que el
geoide (Uyp = Wy). Ademas, esta superficie debe encerrar en su interior una masa, que sea
numéricamente igual a la de toda la Tierra.

2. Elipsoide de referencia debe tener su centro en el centro de la Tierra.

3. El potencial anomalo o potencial perturbador debe ser armonico fuera del geoide, es decir,
T(x,y,z) puede ser desarrollado en armonicos esféricos. Esto significa que el efecto de las
masas por encima del geoide, debe ser eliminado aplicando adecuadas reducciones a los
valores de la gravedad determinados. De lo contrario, no serd posible aplicar la expresion
integral de Stokes.

En consecuencia, la determinacion practica del geoide, tal como se muestra en la figura
6(a), requerira modificar la formula de Stokes para poder utilizar un elipsoide de referencia
arbitrario, de tal forma que podamos emplear en el calculo del geoide, una superficie de
referencia U(x,y,z) = Uy para la que no se requiera que Uy = Wy, condicion que en la practica
puede ser muy dificil de conseguir, limitando mucho los posibles elipsoides a emplear. Por
otra parte, el calculo por este método gravimétrico de la ondulacion del geoide, nos obligara a
eliminar el efecto de las masas por encima del geoide, adoptando para ello diversas hipotesis,
que podemos encontrar desarrolladas con detalle en la bibliografia mas basica de la Geodesia
Fisica (ver por ejemplo Heiskanen y Moritz (1985), o también Vanicek y Krakiwsky (1986)).

Llegados a este punto cabe preguntarse si existe alguna expresion parecida a la
formula de Stokes, que nos permita calcular la desviacién de la vertical en un punto P del
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geoide. La respuesta es afirmativa; existen unas formulas parecidas a ésta, que nos permiten
hallar las componentes (&, n) de la desviacion de la vertical, a partir de un conjunto de
anomalias de la gravedad distribuidas por toda la Tierra. Estas formulas son debidas a Vening
Meinesz, y fueron obtenidas por este geodesta en 1928, su expresion es

S Ag(\y, o)——— dS(W) cosd sen y dy do
n 4TEG y=0 sen o

donde o y v son las coordenadas polares sobre la esfera de radio unidad, tal como se indica
en la figura 5(b); siendo do = sen y dy dae 'y S(vy) la funciéon de Stokes, cuya expresion ha
sido dada anteriormente.

11. Ondulacion del geoide y alturas ortométricas. Método GPS-Nivelacion

Después de todo lo dicho en el apartado anterior, cuando volvemos a la sencilla
formula
h=H+N

notamos que al obtener la cantidad N, tal como se ha indicado antes, siguiendo el método
gravimétrico; podemos escribir
H=h-N

de donde, conocida la altura elipsoidal h del punto P considerado y determinado N mediante
la integral de Stokes, puede hallarse la altura ortométrica H de ese punto. Cabe ahora
preguntarse si es posible determinar también H, mediante los valores de la gravedad medida
en la superficie de la Tierra, ya que, en caso afirmativo, podriamos calcular la altura del
geoide en un punto P, sin necesidad de recurrir a la integral de Stokes, la cual requiere para su
solucién, una coleccidn suficiente de medidas de la gravedad distribuidas por toda la Tierra.

En efecto, puede hallarse con precision la altura ortométrica de un punto sin tener
conocimiento del geoide, o al menos sin un conocimiento detallado o muy preciso del mismo.
El procedimiento que se sigue para calcular las alturas ortométricas, directamente sobre el
terreno, se llama nivelacion, y a continuacion vamos a describirlo con cierto detalle.

En principio, el procedimiento de nivelacion geométrica es bien conocido por los
topografos, consiste en medir la diferencia de altura entre dos puntos A y B, como los
representados en la figura 7(a), mediante la observacion de la diferencia de lecturas sobre dos
miras verticales situadas en los puntos considerados. La diferencia de altura entre los dos
puntos resulta ser entonces, la diferencia de las lecturas 1; y l,, observadas con el nivel
(instrumento de nivelacion), es decir,

SHAB:h—lz:AK —BE

siendo O0Hap la diferencia de altura geométrica entre los puntos A y B. Cuando este
procedimiento se repite una y otra vez, siguiendo un circuito de nivelacion, es decir, una linea
de nivelaciéon cerrada, la suma algebraica de los incrementos de nivelacion o diferencias de
altitud medidas, no es exactamente cero, como cabria esperar si realizamos estas medidas con
gran precision. Este error, que se conoce como error de cierre de un circuito de nivelacion,
nos indica que el procedimiento de nivelacion exacto, es algo més complicado que la simple
determinacion de las diferencias de altura.
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Fig. 7. (a) Esquema del procedimiento de nivelacion geométrica. (b) Diferencias de alturas
ortométricas debidas al no paralelismo de las superficies de nivel.

Para entender lo que sucede basta considerar dos puntos A y B, suficientemente
alejados, de tal manera que el proceso mostrado en la figura 7(a), debe ser aplicado repetidas
veces. Esta situacion es la que esta representada en la figura 7(b), en esta figura la diferencia
de altitud nivelada on, es distinta al incremento 6Hpg en la linea de la plomada que pasa por B.
Ello es debido al no paralelismo de las superficies de nivel, tal como se ve en la figura, en
consecuencia, si designamos por OW el incremento del potencial de la gravedad, tenemos

—OW = gdn = g’0Hp

donde g es la gravedad en la estacion de nivelacion y g’ es la gravedad sobre la linea de la
plomada de B en 6Hp. La relacion anterior implica que

SHg = £ §n = dn
g

no habiendo relacion geométrica directa entre el resultado de la nivelacion geométrica y la
diferencia del alturas ortométrica. Esta consecuencia es inmediata si notamos que la
combinacion de medidas geométricas con la gravedad, nos proporciona la diferencia de
potencial dW, de tal forma que

B
WB—WA: —Z gSn
A

Asi, la nivelacion combinada con medidas de la gravedad nos proporciona diferencias
de potencial, esto es, cantidades fisicas no geométricas; con una ventaja anadida, la diferencia
de potencial entre dos puntos es independiente del camino que se siga, obteniéndose el mismo
resultado con independencia de los itinerarios que se sigan, por ello, si medimos a lo largo de
un circuito de nivelacion (seguimos un trayecto cerrado) sucede que

A
WA - WA =0 :J. g dn
A
donde hemos cambiado el sumatorio por la integral por ser teéricamente mas riguroso. Este
resultado es imposible, en general, si consideramos sélo medidas geométricas, ya que, la
suma de incrementos de nivelacion depende de la trayectoria, esto es
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B A
Anag :Z on ,, I dn = error de cierre
A A

Como consecuencia de todo lo dicho, las diferencias de potencial son basicas en toda

teoria de altitudes, concluyendo que la nivelacion sin medidas de gravedad, que en la practica
puede aplicarse a pequefias distancias (para las que las superficies de nivel son practicamente
paralelas), no tiene significado desde un punto de vista riguroso, llevando a contradicciones
como es el error de cierre. Todo esto hace Fig. 8. Altura ortométrica de un punto P
que se considere, en trabajos geodésicos de sobre la superficie de la Tierra.
gran precision, la diferencia de altura
ortométrica dHap en lugar de la diferencia
de altura geométrica Anap; ya que, tal
como puede verse en la figura 7(b), la
altura de los puntos A y B sobre el geoide,
Hsa y Hp, es siempre la misma, con
independencia del trayecto de nivelacion
que se siga entre ambos, debido a que la
definicion de altura ortométrica es
consecuencia de principios fisicos, no una
cantidad obtenida de un sumatorio.

Lineadelaplomada
/_\ &
Q Superficie
e delaTierra
7P
z H,,
Geoide
e W:‘V'

Quedando claro qué sistema de alturas debe usarse para obtener una gran precision, el
problema planteado es la realizacion de esta medida de altura, es decir, el procedimiento
operativo que debe seguirse para calcular la altura ortométrica de un punto P. Para ello,
vamos a considerar un punto P sobre la superficie de la Tierra, tal como se indica en la figura
8, designando por Py la interseccion con el geoide, de la linea de la plomada que pasa por P,
entonces, recordando la definicion de nimero geopotencial, podemos escribir

H 1 H
WO—W=C=I gdH=Hﬁj gdH=gH
0

0

1 J‘ H
g=— g dH
HJ o
es el valor medio de la gravedad sobre la linea de la plomada entre P y Py. La expresion

anterior nos permite obtener la altura ortométrica del punto P en la forma

H-

g

donde
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esta ecuacion no es una tautologia, es realmente una formula de utilidad practica, debido a
que la gravedad media g no depende fuertemente con la altura ortométrica, en consecuencia

sin un conocimiento preciso de la altura del punto P sobre el geoide, es decir, con un valor
inicial de H suficientemente cercano a la verdadera altura ortométrica, podemos abordar el
calculo de la gravedad g. En este sentido, podemos encontrar expresiones aproximadas de g

en diversos libros de geodesia (ver por ejemplo, Heiskanen y Moritz (1985)).

Por otra parte, si se quiere aplicar la sencilla formula anterior es necesario hallar,
ademads de g, el nimero geopotencial de P, designado por C. Para ello, un procedimiento que

puede seguirse es elegir un punto O al nivel del mar, es decir, sobre el geoide; generalmente,
un punto apropiado sobre la costa. Entonces, puede determinarse el nimero geopotencial de P
aplicando la integral

P
CZWOWZI g dn
0

siendo como ya sabemos independiente del itinerario de nivelacion utilizado para relacionar
los puntos P y O. El nimero geopotencial se mide en unidades geopotenciales (u.g.p.), y éstas
estan derivadas de las unidades de la gravedad y la altura, mediante la relacion

1 u.g.p. =1 kgal.m = 1000 gal.m

como g es aproximadamente 0.98 kgal, tenemos que C es aproximadamente igual a 0.98H.

Los procedimientos descritos para el calculo de los nimeros geopotenciales y el valor
de la gravedad media g, introducen un error muy pequefio en la determinacion de la altura

ortométrica, de tal forma, que las altitudes ortométricas pueden obtenerse con una precision
muy alta. Este hecho es fundamental en la geodesia, pues podemos emplearlas como un
sistema de alturas muy preciso, e introducirlas como dato de gran precision en cualquier
calculo que requiera la altura de los puntos sobre la superficie de la Tierra. Concretamente, al
retomar la formula presentada al principio de este apartado

h=H+N

si H puede ser obtenida con gran precision siguiendo el itinerario de nivelacion
correspondiente, y h puede también ser obtenida con gran precision, por ejemplo, empleando
para ello un sistema de posicionamiento como GPS; resulta, como consecuencia, la
determinacion del geoide con una precision tan alta como la que poseen las medidas de
alturas elipsoidales y ortométricas.

Esta técnica es muy empleada en la actualidad para obtener las alturas del geoide
sobre el elipsoide de referencia, en trabajos geodésicos de gran precision, basta mencionar
como ejemplo el proyecto ALGESTAR (ver Biirki and Marti (1990)), cuyo objetivo fue llevar
a cabo la computacion de un nuevo geoide para Suiza, comprobando al mismo tiempo la
fiabilidad de las medidas GPS en una zona muy montafiosa. Para ello, se obtuvieron las
ondulaciones del geoide aplicando la ecuacion

N=h-H

donde h fue obtenida a partir de observaciones GPS y H a partir de la computacion de los
nimeros geopotenciales, siguiendo las lineas de nivelacion de la Red Nacional de Nivelacion
que une los 40 vértices geodésicos de la Red Suiza de Triangulacion. El resultado de este
proyecto fue la obtencion de las ondulaciones geoide para Suiza, con una precision del orden
de 10 cm.
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Geodesia Espacial. Aplicaciones

12. Geodesia espacial y calculo gravimétrico del geoide

En la seccién anterior indicamos que los receptores GPS permiten calcular las alturas
elipsoidales, pero es necesario también obtener las alturas respecto al nivel del mar. Entonces,
las alturas elipsoidales se deben convertir en alturas ortométricas restando la altura del geoide,
para ello, es necesario computar las alturas del geoide (al menos con la misma precision que
la altura elipsoidal), dando la latitud y longitud del lugar. En este aspecto se centra una de las
principales aplicaciones de la geodesia espacial, puesto que permite obtener la altura del
geoide para cualquier punto de la Tierra, mediante un desarrollo armoénico del potencial
perturbador, como veremos en el siguiente apartado. Estas alturas del geoide se refieren,
generalmente, al Sistema Geodésico de Referencia 1980 (GRS80).

No obstante, como veremos mas adelante las alturas del geoide provenientes de un
modelo geopotencial no son, en general, suficientemente precisas, por ello, es necesario
determinar una correccion a las mismas. Esta correccion se determina a partir de las
anomalias de la gravedad medidas sobre el terreno, para computar asi, un modelo de geoide
mas preciso. En este sentido, otra importante aplicacion de la geodesia espacial, estd
precisamente en este punto: la determinacion de las anomalias de la gravedad asociadas a un
modelo geopotencial. Debido a que las anomalias observadas sobre el terreno, estan dadas en
un 4area limitada y no pueden por tanto, utilizarse para resolver la longitud de onda larga del
campo de gravedad terrestre, es necesario considerar un modelo geopotencial para la
computacion de tales longitudes de onda. Como veremos a continuacion, la contribucion de
esta longitud de onda larga, corresponde a una aproximacion suave del geoide, para la region
bajo estudio.

Los resultados de la geodesia espacial y el célculo gravimétrico de una altura del
geoide muy precisa, para una region dada, tendrdn una gran utilidad préctica directa e
inmediata para toda la comunidad de usuarios de GPS (Kaula, 1987). Estos resultados
permitiran incorporar a los algoritmos de calculo de las alturas ortométricas, modelos mas
realisticos, conllevando los evidentes beneficios que reportard la mejora en la precision de las
alturas mencionadas, para la georeferenciacion, fotogrametria o el control geométrico de
obras. En suma, serdn beneficiarios de tales resultados aquellos cientificos y técnicos,
interesados en una localizacion mas precisa sobre el terreno. Puesto que, por una parte,
usando medidas de posicion con el sistema GPS, obtendran una precision suficiente en
planimetria. Pero ademas, con la altura ortométrica hallada a partir de un modelo de geoide
(cuya ondulacion sea precisa), podran realizar medidas precisas de alturas ortométricas sin
nivelacion (Schwarz et al., 1987).

En relacion con lo dicho en el parrafo anterior, algunas de las aplicaciones concretas
en las que se puede usar directamente un modelo de geoide local son:

Fotogrametria. Tener un modelo de geoide, supone poder tomar puntos de apoyo sin
necesidad de apoyarse en las redes geodésicas, que es lo que se hace actualmente para
calibrar la altura elipsoidal (la obtenida con GPS), a altura ortométrica en la zona de
trabajo (la que se necesita para la orientacion absoluta del modelo estereoscopico).
Para ello, suponemos que elipsoide y geoide son paralelos en esa zona, cosa que no es
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rigurosamente cierta. La limitacion del trabajo de apoyo en campo en Fotogrametria,
ya soélo estaria limitada por la capacidad de los equipos empleados, y se elevaria el
rendimiento de estos, puesto que no habria que inmovilizar equipos GPS para las
calibraciones. Ademas de lo mencionado anteriormente, si se dispusiese de un marco
de referencia comun entre los puntos sobre el terreno y el centro de proyeccion de las
camaras aéreas, se simplificaria todavia mas el trabajo de apoyo de campo.

Topografia. Disponer de un modelo de geoide supondria poder realizar topografia de
obras con GPS, cosa que hasta ahora esta limitada a control planimétrico. Con GPS el
control geométrico se abarata pues el nimero de operarios minimos necesarios se
reduce a la mitad.

Caracterizacion agronémica y medioambiental. La posibilidad de determinar la altitud
sobre el nivel del mar de forma rapida y eficaz, permitiria afiadir la altitud como
variable de estudio en los SIG (Sistemas de Informacion Geografica), para su
inclusion en los posteriores analisis con las demas variables geograficas.

Control hidrogréfico, aforo de cuencas, y temas hidraulicos en general. Estos temas
se verian especialmente beneficiados, ya que también se abarataria el coste de estas
actuaciones al poder ser realizadas con GPS, que de no disponer de modelo de geoide
no se podria realizar. El agua circula en el sentido de los potenciales gravitatorios
decrecientes, y el sentido de los potenciales gravitatorios (altimetria obtenida por
nivelacion cléasica) puede deducirse con el modelo de geoide.

13. Procedimiento operacional para el calculo gravimétrico del geoide

Vista la importancia que tiene usar un modelo de geoide preciso, vamos a ver aqui
cudl es el procedimiento operacional para obtenerlo. Para comenzar, hay que decir que las
técnicas que vamos a describir a continuacidon, se han mostrado herramientas eficaces a la
hora de indagar la ondulacién del geoide, en distintas regiones de la Tierra (Kearsley, 1988;
Forsberg and Kearsley, 1989; Torge et al.; 1989; Yun, 1994). Estas técnicas pretenden evitar
el problema que conlleva la obtencion de anomalias de la gravedad en un area limitada,
puesto que con estos datos no podemos resolver las largas longitudes de onda del campo
gravitatorio terrestre. Por ello, necesitamos considerar un modelo geopotencial, como es el
modelo EGM96 (Lemoine et al., 1996) en el cual se tiene en cuenta también el efecto de la
marea sobre el geoide (Rapp et al., 1991). Con él podemos obtener estas longitudes de onda
larga. Asi, en un paso previo de computacion, obtendremos las anomalias aire-libre referidas
al modelo geopotencial, computando la diferencia con las anomalias predichas por este
modelo, estas diferencias seran usadas en un procedimiento de integraciéon con la FFT

(Schwarz et al., 1990), para obtener finalmente, la ondulacion del geoide Ny, la cual en un
proceso de computacidon posterior, serd anadida a la ondulacion del geoide Ngy predicha por
el modelo geopotencial considerado.

En consecuencia y con mas detalle, el procedimiento de calculo a seguir comienza por
elegir un modelo geopotencial de la forma (Schwarz et al., 1990):

T(P) = ZG) Zan (cos 0)[8] y, cos(mA) + 8K .,y sen(mi)] (1)
n=2 m

n
=0
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donde P es un punto de coordenadas esféricas (r,0,A), tal como estd representado en la figura

(P2

5 de la seccion anterior (apartado 10), siendo “a” es el semieje mayor del elipsoide de
referencia. Las funciones asociadas de Legendre estan denotadas por Py, siendo dJ,m y 0Ky
las diferencias de los coeficientes del desarrollo en armoénicos esféricos de los potenciales W
y U, definidos en el apartado 10 de la seccidon anterior (Heiskanen y Moritz, 1985, pag. 108).
En la formula (1) el valor de “n” no sobrepasa generalmente el grado 360, es decir, se
considera que el modelo geopotencial es dado hasta un grado n = 360 y orden m = 360, como
maximo. Esto significa, obviamente, que la expresion (1) permitird computar una
aproximacion suave del geoide. Por tanto, usamos el modelo geopotencial de la expresion (1)
para obtener la contribucidon de onda larga, en las anomalias de la gravedad, mediante (6 = 90°

- 0):

Agom = % Z(n - l)z Py (sen q))[SJnm cos(mi) + 0K, sen(mk)] (2)
n=2 m=0

y para obtener dicha contribucion, en la ondulacién del geoide, mediante:

Nmgx

NgMm = é Z Z P, (sen §)[8] , cos(mh) + 8K, sen(mi)] 3)

n=2 m=0

habiendo considerado la hipdtesis a =r = R, junto con un valor “G” igual a la gravedad media
sobre la superficie de la Tierra. Debemos notar que el méaximo grado de los coeficientes en
este modelo, estd determinado por el tamafio de la regidén local considerada, mediante la
formula b® = 180 / nps, en la cual b® X b® es el area en grados de la region local en la que
tenemos las anomalias aire-libre observadas Agpa (Heiskanen y Moritz, 1985, pag. 26;
Kearsley, 1988; Schwarz et al., 1990).

Asi, en un paso previo de computacion, obtendremos las anomalias aire-libre
referidas al modelo geopotencial Ag, computando la diferencia con las anomalias Aggm
predichas por este modelo, es decir:

Ag = Agra - Agom

estas diferencias seran usadas en un procedimiento de integracion con la FFT, para obtener la

ondulacion del geoide Ny, la cual en un proceso de computacion posterior, serd anadida a la
ondulacién del geoide predicha por (3), teniendo asi:

N=Np + Ngm

De esta forma obtenemos una solucion gravimétrica del geoide, para la region local bajo
estudio.

14. Componentes de la desviacion de la vertical

En algunas aplicaciones practicas es necesario pasar de un horizonte geodésico local a
uno astrondémico y viceversa. Este problema equivale a transformar las coordenadas
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geodésicas (¢,A), en las coordenadas naturales (®,A). En cualquier caso sabemos que
(Heiskanen y Moritz, 1985, pag. 55y 84):

O=E+¢d,, A=m/cosd+ A

donde (¢,1) son conocidas para el punto P considerado, a través de la observacion directa con
medidas GPS. Entonces, para determinar (®,A), es necesario conocer (§,n) puesto que
determinamos sobre el terreno (¢,A). En este sentido, las formulas establecidas a este efecto
en la seccidn anterior, apartado 10, para hallar las componentes de la desviacion de la vertical,
no se aplican directamente para este objetivo, pues bajo el punto de vista practico, seria muy
laborioso realizar una integracion de las anomalias de la gravedad para toda la Tierra, tal
como indica la formula de Vening Meinesz. Resulta mas adecuado escribir las componentes
de la vertical en la forma (Heiskanen y Moritz, 1985, pag. 112; Schwarz et al., 1990):

o lor 1t
GRod ~ ' GRcosh o

entonces, usando un modelo geopotencial, para escribir el potencial anémalo T en la forma

dada por la ecuacion (1), podemos poner:

Nngx

_ _L Y dPym (sen )
= GR Z Z [8] oy cOS(mA) + 8K,y sen(mk)]—dd)

n=2 m=0

N pgx

1

n:_GRcosd)

Zman (sen ¢)[— 8J .,y sen(mA) + 8K .., cos(mi)]

n=2 m=0

obteniendo también las componentes de la desviacion de la vertical, a través de un modelo
geopotencial, lo mismo que haciamos para obtener la ondulacion del geoide o las anomalias
de la gravedad.
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